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РЕКУРЕНТНІ СПІВВІДНОШЕННЯ З УЗА-
ГАЛЬНЕНИМИ ФУНКЦІЯМИ ЛЕЖАНДРА 
Вступ 
При розв’язанні різноманітних задач у ба-
гатьох галузях прикладної математики, прик-
ладної і теоретичної фізики, астрономії, біоме-
дицини та інших наук виникають спеціальні 
функції різної природи і складності — функції, 
які не виражаються через елементарні. Ці функ-
ції (функції Бесселя, Лежандра, ортогональні 
многочлени, гіпергеометричні функції та ін.) 
відіграють важливу роль як в теорії, так і в за-
стосуваннях, зокрема при розв’язанні крайових 
задач квантової теорії поля, математичної фі-
зики, теорії імовірностей та математичної ста-
тистики тощо. У зв’язку з розширенням потреб 
практичного застосування і розвитком обчис-
лювальної математики за останні кілька деся-
тиліть кількість спеціальних функцій значно 
збільшилась. 
Останнім часом особлива увага приділя-
ється узагальненим спеціальним функціям, до-
слідженням і вивченню їх властивостей з ме-
тою подальшого застосування в теорії та прак-
тиці [1—6] та ін. 
Постановка задачі 
Розглянемо τ -узагальнену (за Райтом) функ-
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і дослідимо композиційні співвідношення з 
цією функцією. В (1) | 1 | 2z− < , 1, 2,...,μ ≠  
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Re Re 0c b> > ; τ ∈ ; 0τ > ; , ,a b c ∈ ; ( )cΓ  — 
класична гамма-функція [8]. 
Деякі відомості про τ-узагальнену гіпергео-
метричну функцію Гаусса 
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Серед властивостей τ -узагальненої гіпер-
геометричної функції Гаусса 
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відзначимо її зображення у вигляді ряду 
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а також деякі рекурентні співвідношення між 
суміжними функціями: 
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які будуть використані в подальшому. Тут поз-
начено: 
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F ( , 1; 1; ) F ( 1; 1)a b c b cτ τ+ + ξ = + + . 
Теорема 1. При умовах існування τ -
узагальненої (за Райтом) функції Лежандра 
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Тоді з властивості (5) можна записати 
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 і використавши зо-
браження (1) функції ( )zτ μνΡ  через τ -узагаль-
нену гіпергеометричну функцію та врахувавши 
властивість гамма-функції [8] (2 )Γ − μ =  
(1 ) (1 )= − μ Γ − μ , отримаємо рекурентне співвід-
ношення (8). 





= −ν = ν + = − μ ξ =  фор-
мула (4) після спрощень матиме вигляд 
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Підставивши вираз (19) в (17) і скористав-
шись зображенням (1) для функції ( )zτ μνΡ  та 
властивістю гамма-функції (1 ) (1 )Γ − μ = −μΓ − μ  
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Із властивості (4) можна записати 
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Підставивши вирази (19) і (21) в (20), по-
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 та врахувавши зображення 
(1) для функції ( )zτ μνΡ  і властивість 
(1 ) ( )Γ − μ = −μΓ −μ  гамма-функції [8], отримаємо 
рекурентне співвідношення (10) для τ -узагаль-
нених функцій Лежандра. 
4. При 
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Підставивши в (22) вираз (21) для 
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, ско-
риставшись зображенням (1) для функції 
( )zτ μνΡ  і властивістю (1 ) ( )Γ − μ = −μΓ −μ  [8], 
отримаємо рекурентне співвідношення (11). 
Теорема 2. При умовах | 1 | 2z− < , 
1, 2,...,μ ≠  Re(1 ) Re(1 ) 0− μ > + ν > , τ ∈ R , 
0τ > , ,μ ν ∈  справедливі такі формули дифе-
ренціювання τ -узагальненої (за Райтом) функ-
ції Лежандра ( )zτ μνΡ  (1): 
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Доведення. 1. Використовуючи зображен-
ня (2) τ -узагальненої гіпергеометричної функ-
ції Гаусса 
2 1
F ( , ; ; )a b cτ ξ  у вигляді ряду, пересвід-
чуємось, що для довільних ,p q ∈  має місце 
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Із властивості (7) дістаємо 
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співвідношення (26) можна подати у формі 
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Використовуючи зв’язок (1) τ -узагаль-
неної функції Лежандра ( )zτ μνΡ  і τ -узагальне-
ної гіпергеометричної функції Гаусса 
2 1
Fτ , за-
















































τ −⎛ ⎞−ν ν + − μ⎜ ⎟
⎝ ⎠
 
скористаємось формулою (27) при ,a = −ν  
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Після використання формул (1), (19) і не-
складних перетворень із (29) прийдемо до фор-
мули (23). 
2. Використовуючи зображення (2) τ -уза-
гальненої гіпергеометричної функції Гаусса 
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Із формули (1) дістанемо 
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, з (34) після спрощень матимемо фор-
мулу (24). 
Висновки 
Теореми 1 і 2 доведені за умов існування 
τ -узагальненої (за Райтом) функції Лежандра 
( )zτ μνΡ . Для такої узагальненої функції Лежанд-
ра ці результати одержано вперше. При до-
веденні використано відомі властивості τ -
узагальненої (за Райтом) гіпергеометричної 
функції Гаусса 
2 1
F ( , ; ; )a b cτ ξ  і зв’язок функцій 
τ μ
νΡ  та 2 1F
τ . Із запропонованого способу дове-
дення видно, що аналогічні результати можна 
дістати і для складнішої τ, β-узагальненої функ-
ції Лежандра , ( )zτ β μνΡ , окремим випадком якої 
є розглянута в статті функція ( )zτ μνΡ . Одержані 
нові наукові результати є певним кроком у 
подальшому розвитку теорії спеціальних функ-
цій — вони відкривають нові можливості для її 
використання при розв’язанні складніших ма-




РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ С ОБОБЩЕН-
НЫМИ ФУНКЦИЯМИ ЛЕЖАНДРА 
Рассмотрена τ -обобщенная (по Райту) функция 
Лежандра ( )zτ μνΡ , сформулированы и доказаны 
теоремы о рекуррентных соотношениях и фор-
мулах дифференцирования для этой функции. 
При доказательстве использованы известные 
свойства τ-обобщенной (по Райту) гипергеомет-
рической функции Гаусса 2 1F ( , ; ; )a b c
τ ξ  и связь 
функций Pτ μν  и 2 1F
τ . 
G.O. Yuzhakova 
RECURRENT RELATIONS WITH THE GENERAL-
IZED LEGENDRE FUNCTIONS 
This paper considers τ -generalized (by Wright) 
( )zτ μνΡ  Legendre functions. By using the known 
properties of τ -generalized (by Wright) 
2 1F ( , ; ; )a b c
τ ξ  Gauss hypergeometric function and 
the relation between Pτ μν  and 2 1F
τ  functions, the 
theorem of recurrent relations, as well as the theo-
rem of differentiation formulas for these functions 
are formulated and proved. 
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